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問題 1. 次の各問いに答えなさい．以下，断りなく (𝑋, Σ, 𝜈)を測度空間とする．
(1) 集合 𝑋 に対し, Σ ⊂ 2𝑋 が 𝑋 上の 𝜎-加法族であることの定義を述べなさい．

(2) 可測空間 (𝑋, Σ) に対し, 𝜈 : Σ → [0,∞]が 𝑋 上の測度であることの定義を述べ

なさい．

(3) 測度空間 (𝑋, Σ, 𝜈) が 𝜎-有限であることの定義を述べなさい．

(4) 測度 𝜈が完備であることの定義を述べなさい．
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(5) 𝜈∗ : 2𝑋 → [0,∞] が集合 𝑋 上の (Carathèodoryの)外測度であることの定義を述
べなさい．

(6) 集合 𝑋 上の外測度 𝜈∗ が与えられたとき, 𝐴 ⊂ 𝑋 が外測度 𝜈∗ について可測集合
であることの定義を述べなさい．

(7) 𝑋 上の関数 𝑓 : 𝑋 → Rが可測関数であることの定義を述べなさい．

(8) 𝑋 上の非負値可測関数 𝑓 : 𝑋 → Rの測度 𝜈に関する (Lebesgue)積分の定義を述
べなさい．

(9) 測度空間 (𝑋, Σ, 𝜈) 上の積分の順序保存性に関する主張を述べなさい．

(10) 測度空間 (𝑋, Σ, 𝜈) 上の積分の線形性に関する主張を述べなさい．



(11) 𝑋上の非負値可測関数列 𝑓𝑛 : 𝑋 → Rに対する単調収束定理の主張を述べなさい．

(12) 測度空間 (𝑋, Σ, 𝜈) 上の Fatouの補題の主張を述べなさい．

(13) 測度空間 (𝑋, Σ, 𝜈) 上の Lebesgueの優収束定理の主張を述べなさい．

(14) 測度空間 (𝑋1, Σ1, 𝜈1)と (𝑋2, Σ2, 𝜈2)に対して，直積𝜎-加法族 Σ1 ×Σ2の定義を述

べなさい．

(15) 𝜈1 × 𝜈2が測度空間 (𝑋1, Σ1, 𝜈1)と (𝑋2, Σ2, 𝜈2)との直積測度であることの定義を述
べなさい．



(16) 測度空間 (𝑋1, Σ1, 𝜈1) と (𝑋2, Σ2, 𝜈2)に対して，直積外測度 (𝜈1 × 𝜈2)∗の定義を述
べなさい．

問題 2. 次の下線部が正しいか正しくないかを答えなさい．

R上のLebesgue測度はBorel測度である．Borel測度とは，Borel集合が可測集合となる
測度であり，Borel集合は開集合を含む最小の𝜎-加法族の元であった．従って，R上の閉集
合𝐹は可測集合ではない(1)．有理数全体Qは開集合ではないので，可測集合ではない(2)．

また，Qに対する特性関数 𝜒Qは Lebesgue測度空間上の可測関数ではない(3)．さらに，

𝜒Qは内部が空でない任意の有界閉区間 𝐼上でRiemann積分可能でない(4)．

R上の Lebesgue測度を 𝑚とする．可測集合の列が {𝐴𝑘 }∞𝑘=1が単調増加であるとき，

𝑚

( ∞∪
𝑘=1

𝐴𝑘

)
= lim

𝑘→∞
𝑚(𝐴𝑘 )は成り立つ(5)．Lebesgue測度 𝑚を 𝜇(R) < ∞をみたす測度 𝜇

に置き換えると，この性質は一般には成り立たない(6)．また，可測集合の列が {𝐴𝑘 }∞𝑘=1

が単調減少であるとき，𝑚

( ∞∩
𝑘=1

𝐴𝑘

)
= lim

𝑘→∞
𝑚(𝐴𝑘 ) が成り立つ(7)．Lebesgue測度 𝑚 を

𝜇(R) < ∞をみたす測度 𝜇に置き換えると，この性質は一般には成り立たない(8)．

[−1, 1]区間上の連続関数の列 { 𝑓𝑘 }∞𝑘=1で，各点収束の意味で lim
𝑘→∞

𝑓𝑘 = 0が成り立つと

する．このときに，

(積分と極限の交換) lim
𝑘→∞

∫ 1

−1
𝑓𝑘 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫ 1

−1
lim
𝑘→∞

𝑓𝑘 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0

が成り立つかどうかを考える．

まず， 𝑓𝑘 は非正値で単調増加であるとする．このとき， 𝑓𝑘 は一般的には非負値関数

ではないので，(積分と極限の交換)は成立しない(9)．次に，𝑓𝑘が非負値であるが単調増

加ではないとする．Weierstrassの最大値定理によれば， 𝑓𝑘 は最大値を持つので， 𝑓𝑘 が

非負値であることも考えると定数関数で | 𝑓𝑘 |は評価できる．従って Lebesgueの優収束
定理により (積分と極限の交換)が成り立つ(10)．

1次元 Lebesgue可測集合全体からなる集合族 L1と 2次元 Lebesgue可測集合全体か
らなる集合族L2との直積𝜎-加法族L1 ×L2を考える．𝑆 ∈ L1 ×L2と 𝑥 ∈ Rに対して，
𝑆𝑥 := {𝑦 ∈ R2 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆}とおくと，𝑆𝑥 ∈ L1が成り立つ(11)．𝑚2を 2次元 Lebesgue測
度とするとき，𝑥 ↦→ 𝑚2(𝑆𝑥)はR2上の可測関数である(12)．
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以上


