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問題次の各問いに答えよ．
(1) 集合 Ωに対し, Σ ⊂ 2Ω がΩ上の 𝜎-加法族であることの定義を書け.

(2) 可測空間 (Ω, Σ)に対し, 𝜇 : Σ → [0,∞]が Ω上の測度であることの定義を書け.

(3) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇) が 𝜎-有限であることの定義を書け.

(4) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇) の測度 𝜇が完備であることの定義を書け.
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(5) 𝜇∗ : 2Ω → [0,∞] が集合 Ω 上の (Carathèodoryの)外測度であることの定義を
書け.

(6) 集合 Ω上の外測度 𝜇∗ が与えられたとき, 𝐴 ⊂ Ωが外測度 𝜇∗ について可測集合
であることの定義を書け.

(7) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇) 上の関数 𝑓 : Ω → Rが可測関数であることの定義を書け.

(8) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇)上の非負値可測関数 𝑓 : Ω → Rの測度 𝜇に関する (Lebesgue)
積分の定義を書け.

(9) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇) 上の積分の順序保存性に関する主張を書け.

(10) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇) 上の積分の線形性に関する主張を書け.



(11) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇) 上の可積分関数列 𝑓𝑛 : Ω → R に対する単調収束定理の主張
を書け.

(12) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇) 上の Fatouの補題とは何か？ 主張を書け.

(13) 測度空間 (Ω, Σ, 𝜇) 上の Lebesgueの優収束定理とは何か？ 主張を書け.

(14) 測度空間 (Ω1, Σ1, 𝜇1)と (Ω2, Σ2, 𝜇2)に対して,直積𝜎-加法族 Σ1 ×Σ2の定義を述
べよ.

(15) 測度空間 (Ω1, Σ1, 𝜇1) と (Ω2, Σ2, 𝜇2)に対して,直積測度 𝜇1 × 𝜇2 がみたすべき性
質は何か？



(16) R2の部分集合 𝐴 ⊂ R2に対して, (2次元)Lebesgue外測度𝑚∗
2(𝐴)の定義を書け．

(17) 次が正しいか正しくないかを答えよ．
(a) 可測空間 (R, 2R) 上の計数測度 𝜇に対し, 𝜇({𝑥 ∈ Z : −3 ≤ 𝑥 ≤ 5}) = 3．
(b) 可測空間 (R, 2R) 上の √

3 ∈ R を台にもつ Diracのデルタ測度 𝛿√3 に対し，
𝛿√3(Q) = 0．

(c) 一次元 Lebesgue測度𝑚1に対して，𝑚1(Q) = 0．

(18) 𝑚2を 2次元Lebesgue測度とするとき，𝑚2

( ∞∪
𝑘=1

((
𝑘, 𝑘 + 1

2𝑘

)
×

(
𝑘, 𝑘 + 1

3𝑘

)))
を求

めよ．

(19) 次が正しいか正しくないかを答えよ．
(a) Rの部分集合 (−1, 1]は Borel集合である．
(b) R上の非負値可積分関数列 { 𝑓𝑛}∞𝑛=1は，すべての 𝑥 ∈ Rに対して，𝑓𝑛 (𝑥) → 0

(𝑛 → ∞) をみたすとする．このとき，
∫
R
𝑓𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 → 0 (𝑛 → ∞)が成り

立つ．
(c) (Ω1, Σ1, 𝜇1)，(Ω2, Σ2, 𝜇2)を𝜎-有限な測度空間とし，𝑆 ∈ Σ1 ×Σ2とする．こ
のとき，𝑦 ∈ Ω2に対して，𝑆𝑦 := {𝑥 ∈ Ω1 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆}とすると，𝑆𝑦 ∈ Σ2と
なる．

(20) lim
𝑛→∞

∫ ∞

−∞

1 − 𝑒−𝑛𝑥
2 sin 𝑛𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥

4 cos(𝑥2)
1 + 𝑥2 𝑑𝑥 を求めよ.

以上


